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                            GÓC GIỮA HAI ĐƯỜNG THẲNG  	01. GÓC GIỮA HAI ĐƯỜNG THẲNG
 
Thầy Đặng Việt Hùng 
 
I. TÍCH VÔ HƯỚNG CỦA HAI VÉC TƠ TRONG KHÔNG GIAN 
1) Góc giữa hai véc tơ  
[image: ]AB = u	o	o
[image: ]	CI . AC	CI AC.
Tứ diện ABCD đều cạnh a, CI là trung tuyến của tam giác đều ABC nên CI = a 3 →cos(CI AC;	) = CI AC.	, ( )2 . 
	2	2
3
a

2 Ta có CI AC.	= CI.(AI + IC) = CI AI.	+ CI IC.	 
Do ∆ABC đều nên CI ⊥ AI ⇔ CI AI.	= 0. 
[image: ]Đồng thời, CI IC.	= CI IC.	.cos(CI IC;	) = a 3 .a 3.cos1800 = −3a2 →CI AC.	= 0 − 3a2 = −3a2 . 
	2	2	4	4	4
3a2
[image: ]Thay vào (2) ta được ( )2 ⇔ cos(CI AC;	) =	4	→(CI AC;	) =150 .0 
2
[bookmark: _GoBack][image: ]
b//b′  Nhận xét: 
+ Giả sử a, b có véc tơ chỉ phương tương ứng là u; v và (u; v) = φ. 
	(a; b)= φ	;	0o ≤ ≤φ	90o
Khi đó,  
	(a; b)=180o −φ	;	90o < φ ≤180o
+ Nếu a // b hoặc a ≡ b thì (a; b)= 0 .o 
 Các xác định góc giữa hai đường thẳng: 
Phương án 1 (sử dụng định nghĩa) Phương án 2 
a // a′- Lấy một điểm O bất kì thuộc a 
Tạo ra các đường 	→(a,b) = (a ,b′	′) 
b // b′
- Qua O, dựng đường ∆ // b →(a,b) = (a,∆) 
Chú ý:  
Các phương pháp tính toán góc giữa hai đường thẳng: 
 Nếu góc thuộc tam giác vuông thì dùng các công thức tính toán trong tam giác vuông: sin, cosin, tan, cot. 
[image: ] Nếu góc thuộc tam giác thường thì sử dụng định lý hàm số cosin trong tam giác ABC:  
 Áp dụng định lý Pitago cho tam giác vuông ABI: IB =
 ABCD là hình chữ nhật nên BD =
 Áp dụng định lý Pitago cho tam giác vuông ABO: IO =	 
	13a2	10a2	7a2
Khi đó, theo định lý hàm số cosin cho ∆IOB ta được: cosIOB = OI2 + OB2 − IB2 =	4	+	4	− 4	=	8	 
[image: ]→ IOB = arccos	= (SC;BD .) 
130

a) Do DC//AB→ (DC,SB) = (AB,SB) = α 
Tam giác SAB vuông tại A nên α là góc nhọn, khi đó tanα = SA	→ =α	30o 2
3
a
3
3
=
=

	AB	2a	3
Vậy góc giữa hai đường thẳng DC và SB bằng 30o. 
b) Gọi I là trung điểm của AB, khi đó AI = a. Tứ giác ADCI là hình bình hành (do AI // DC), có AI = AD = a nên là hình thoi. Lại có góc A, D vuông nên ADCI là hình vuông cạnh a → =DI	a	2. mặt khác, tứ giác BIDC là hình bình hành (do cặp cạnh DC và BI song song và bằng nhau) nên BC // DI. Khi đó, (SD,BC)=(SD,DI)=β . 
[image: ] Chứng minh hai véc tơ chỉ phương của hai đường thẳng vuông góc với nhau, u.v = 0. 
 Chứng minh hai đường thẳng có quan hệ theo định lý Pitago, trung tuyến tam giác cân, đều... 
	[image: ]Ví dụ 1. Cho tứ diện ABCD trong đó AB = AC = AD = a, BAC = 60o, BAD = 60o, CAD = 90 .o Gọi I và J lần lượt là trung điểm của AB và CD. 
a) Chứng minh rằng IJ vuông góc với cả hai đường AB và CD. b) Tính độ dài IJ. 

	

	


Hướng dẫn giải: 
	b) Áp dụng định lý Pitago cho ∆AIJ vuông tại I ta được 
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	V y IJ = a/2.  

	Ví dụ 2. Cho hình chóp tam giác S.ABC có SA = SB = SC và ASB = BSC = CSA.  

	Chứng minh rằng SA ⊥ BC, SB ⊥ AC, SC ⊥ AB. 

	Hướng dẫn giải: 

	 Chứng minh: SA ⊥ BC. 	

	
Xét SA.BC =SA. SC(	−SB) =SA.SC −SA.SB 	[image: ]
	SA.SC = SA.SC.cos SA;SC(	)	[image: ]
[image: ]Mà SA.SB =SA.SB.cos SA;SB(	) →SA.SC = SA.SB ⇔ SA.SC −SA.SB = 0→	SA.BC=	⇔0	SA⊥	BC 

	

	

	

	SA = SB =SC
ASB = BSC = CSA
Chứng minh tương tự ta cũng được SB ⊥ AC, SC ⊥ AB 

	

	

	

	Ví dụ 3. Cho tứ diện đều ABCD, cạnh bằng a. Gọi O là tâm  đường tròn ngoại tiếp ∆BCD. ứ	ớ

	a) Ch ng minh AO vuông góc v i CD. 
b) Gọi M là trung điểm của CD. Tính góc giữa  

	 BC và AM.   AC và BM. 	[image: ]

	

	 	
Hướng dẫn giải: 
[image: ]a) Sử dụng phương pháp dùng tích vô hướng Gọi M là trung điểm của CD. Ta có 
[image: ]AO.CD = (AM + MO .CD)	= AM.CD + MO.CD 
[image: ][image: ]Do ABCD là tứ diện đều nên AM ⊥ CD và O là tâm đáy (hay O là giao điểm của ba đường cao). Khi đó 
AM ⊥ CD	AM.CD = 0

	


[image: ][image: ]a) Từ giả thiết ta dễ dàng suy ra tam giác ABC, ABD đều, ∆ACD vuông cân tại A.  
Từ đó BC = BD = a,CD = a	2 →∆BCD vuông cân tại B. 
 Chứng minh IJ vuông góc với AB 
Do các ∆ACD, ∆BCD vuông cân tại A, B nên 
	1
AJ = 2CD →AJ = BJ ⇔ IJ ⊥ AB. 
BJ = 1 CD
	2
 Chứng minh IJ vuông góc với CD 
Do các ∆ACD, ∆BCD đều nên CI = DI → IJ ⊥CD. 
	⇔ 	→AO.CD = 0 ⇔ AO ⊥ CD. 
MO ⊥ CD	MO.CD = 0
[image: ]b) Xác định góc giữa BC và AM; AC và BM  Xác định góc giữa BC và AM: 
Gọi I là trung điểm của BD → MI // BC. 
AMI
Từ đó (BC;AM) = (MI;AM) = 	 
180 − AMI
Áp dụng định lý hàm số cosin trong ∆AMI ta được 
 cosAMI = AM2 + MI2 − AI2 , ( )1 . 	 
2.AM.MI
Các ∆ABD, ∆ACD đều, có cạnh a nên AI = AM = a 3 . 
2
MI là đường trung bình nên MI = a/2. 
	a2	3a2	3a2
	4 + 4	− 4	=	1	→AMI = arccos 1  ⇔ (BC;AM) = arccos 1 . 
Từ đó ( )1 ⇔ cosAMI =
	a a 3	2 3	 2 3 	 2 3 
	2.	.
	2	2
 Xác định góc giữa BC và AM: 
Gọi J là trung điểm của AD → MJ // AC. 
[image: ]
ACB′
Do A C //AC′ ′	→(A C ,B C′ ′	′ ) = (AC,B C′ ) = 	 
180o − ACB′
Xét trong tam giác ACB′ có AC = B′C = AB′ (do đều là các đường chéo ở các mặt hình vuông của hình lập phương). Do đó ∆ACB′ đều →ACB′ = 60o ⇔ (A C ,B C′ ′ ′ ) = 60 .o 
b) Tính độ dài OI theo a. 
OA + OC = 0
Với O là tâm của hình vuông ABCD thì 	→OA + OC + OB + OD = 0 
OB+ OD = 0
Khi đó OI = OA′+ OB′+ OC′+ OD′ 
OA′+ OC′ = 2OO′
Gọi O′ là tâm của đáy A′B′C′D′, theo quy tắc trung tuyến ta có 	→OI = 4OO′ 
OB′+ OD′ = 2OO′
Khoảng cách từ O đến I chính là độ dài véc tơ OI, từ đó ta được OI = 4OO′ = 4a. 
[image: ]  
 



Bài 3: Cho hình chóp S.ABCD có đáy ABCD là hình thang vuông tại A, B với AB = 3a, AD = 2a, DC = a. Hình chiếu vuông góc của S xuống mặt phẳng (ABCD) là H thuộc AB với AH = 2HB, biết SH = 2a. Tính góc giữa 
a) SB và CD 	 	 	 	 	 	 
b) SB và AC 	 	 	 	 	 	 
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Vay (CI; AC) =150".

Vi du 2. Cho hinh chop S.ABC ¢6 SA4, SB, SC d6i mdt vudng goc va SA =SB = SC = a. Goi M 1a trung diém cia
B.

) Biéu dién cdc véc to SM va BC theo cic véc to ﬁ; ﬁ; SC.

) Tinh géc (W, R)

Hudng dan gidi:

a) Sir dung quy tac trung tuyén va quy tac trir hai véc to ta $
. e 1y
SA +SB =2SM SM =—(S4+SB)

duges . . 2
BC =BS§ +5C BC =SC —SB a

——=  SM.BC SM.BC
b) cos(SM; BC) TWHR‘ = S BC

(1).

SASB =0 A c
Ma S4, SB, SC dbi mot vudng goc nén { SA.SC =0
. M
SB.SC =0
Tam giac S4B va SBC vudng tai S nén theo dinh ly Pitago ta B
BC = ax/E
duge AB=BC =av20 B- 1 W
SM =—AB ==
2 2
2
Theo cau a, SM.BC :l(SA +5B).(SC - SB) L SASC -$4SB +SBESC -SBSE | = -~ 557 = -
.. N _a2
SM.BC  ~5

Thay vao (1) ta duoc COSW//B?C) = = —l 0 0- m =120°.

SM.BC
a2 N

II. GOC GIUA HAI PUONG THANG

1) Khai niém véc to chi phwong ciia dwong thzzmg

Mbt véc to u #0 ma c6 phuong song song hoic tring véi d duge goi 1 véc to chi phuong ctia dwong thing d.
2) Goc giira hai dwong thing

# Khdi niém:

Goc giira hai duong thang a va b 1a goc giira hai duong thang a'; b’ 1an lugt song song véi a; b. Ki higu (a;b).

o —

_ . [a//a’ —
Tir dinh nghia ta c6 so do J R (a;b) :(a ;b)
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b +c* -d?
2bc !

a® =b* +¢* =2bccos AO O cos 4 =

Vi du 1. Cho hinh chép S.ABCD c6 day ABCD la hinh chir nhit, cac tam giac SAB, SAD, SAC la cac tam giac
vudng tai 4. Biét SA4 = a3 ;s AB =a; AD =3a. Tinh géc giira cac dwong thing sau:

a) SD va BC.

b) SB va CD.

¢) SCva BD.

Hudng dan gidi:

a) Tinh géc gura SD va BC

Dé xac dinh goc giira hai duong thang SD va BC ta str dung
phwong an 2, tim duong thang song song v&i mot trong hai
duong thang SD, BC va song song véi mot duong con lai.
Ta dé nhan thay AD // BC.

o . [SDA
Khi d6 (SD;BC) =(SD;AD) = A5y
180° —SDA
SA 3

Xét ASAD: tan SDA = ——IZI 3~ SDA =30°.

Viy (SD;BC) =30°.
b) Tinh géc giiva SB va CD

SBA

Tuong tw, CD/ABO B~ (SB;CD) = (SB;AB) = s
180° ~SBA

Xét ASAB: tanSBA :% =30 O~ SDA =60°.

Vay (SB;CD) =60

¢) Tinh goc giira SC va BD i
Goi O la tam cua hinh chitr nhat ABCD, I 14 trung di€ém ctia SA.
, —  _—— |IOB

Trong ASAC ¢6 OI//SCO B~ (SC;BD) =(OLBD) = _

180° -IOB

2
. BoviAsap = || 23] 1 227
2 2

. BD =JAB? +AD? =+a’ +9a” =a/10 O |:4~0B:a“£E =0A

' o5 {25 (2E] o

2 2 2
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Viay (SC;BD) :arccos(

)

Vi du 2. Cho tir dién ABCD, goi M, N la trung diém ciia BC, AD. Biét AB =CD =2a, MN =q/3. Tinh goc giira
hai dwong thing AB va CD.

Hudng dan gidi:

Dp AB va CD la céc canh cua tir dién nén chiing chéo nhau,
dé xac dinh goc gitra hai duong thang AB va CD ta tao cac
duong thang twong tng song song vai AB, CD va ching cit
nhau.
Goi P la trung diém cua AC, khi d6 MP // AB, NP // CD
— —— |MPN

0 & (AB,CD) =(MP,NP) = -

180° —MPN

Do MP, NP la cac duong trung binh nén ta c6 MP = NP =a.

Ap dung dinh 1y ham s6 cosin trong AMPN ta duoc

2 2 2 2 4.2
cosMPN:MP +NP° -MN :2a 3a 1

2MP.NP 2aa 2
0 G- MPN =120° & (MP,NP) =60°

Viay (AB,CD) =60°.

Nhdn xét: o

Ngoai viéc khoi tao P nhur trén ta cling ¢6 the lay diém P la
trung di€m cta BD, cach giai khi do cling tuong tu.

Vi du 3. Cho hinh chép S.ABCD c6 day la hinh thang vudng tai A va D, AD = DC = a, AB = 2a. SA vudng géc voi

ABvaAD, SA = Z\fa . Tinh goc ciia 2 dwong thing
a) DC va SB.
b) SD va BC.

Hudng dan gidi:
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2
2
Tam giac SAI vuong tai A nén SI> =SA? +AI? :[ﬁJ +a’ = 7:

2
2
Tam giac SAD vudng tai A nén SD? =SA? + AD? :[#] +a’ :E

3
2 2 _Qy2 2
Ap dung dinh 1y ham s6 cosin trong tam giac SDI ta dugc cosSDI = S+ Dl = 24 = =
2SD.DI av/21 \42
2. 3 a2

Do cosSDI >0 nén goc SDI'1a gocnhon O OB = SDI = arccos( 3

)
BAI TAP LUYEN TAP:
@ Cho i dién déu ABCD canh a, goi I 1a trung diém canh 4D. Tinh goc giira hai duong thing AB va CI.

® Cho ttt dién ABCD. Goi M, N, P lan luot 1a trung diém cta BC, AD va AC. Biét AB = 2a,CD = 20\/5, MN = a\/g.
Tinh goc gitra hai duong thang AB va CD.

© Cho hinh chop S.ABC c6 SA=SB=SC=A4B=AC=ava BC =a2. Tinh goc giita (ﬁ , tir d6 suy ra goc
gitta SC va AB.

III. HAI PUONG THANG VUONG GOC

Hai duong thang a, b dugc goi 1a vudéng goc v6i nhau néu (a;/z) =90°0~ & b.
w.Chu y:
Cdc phuong phap chirng minh a L b:

RSt

* Chimg minh (a;b) =90°
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. — ,BMIJ
Khi d6 (AC;BM) =(MJ;BM) = .
180 -BMIJ

a3

Céc tam giac ABD, BCD la cac tam giac déu canh a, nén cac trung tuyén tuong tmg BJ =BM :T

Do d6, AAIM = ABIM O AMI =BMJ :arccos(Lj.

23

Vay (AC,//B\M) :arccos(L].

23

Vi du 4. Cho hinh lap phuwong ABCD.A'B'C'D’ canh a. Pit AB =a,AD =b,AA’ =c.

a) Tinh goc giira cac duwong thing: m, m, m

b) Goi O la tim ciia hinh vudéng ABCD va I Ia mét diém sao cho Ol =OA +OA’ +OB +OB' +

+0C +0C +0OD +OD'. Tinh khoang cach tir O dén I theo a.

c¢) Phan tich hai véc to AC’, BD theo ba véc to a, b, c. Tir d6, chirng t6 raing AC’' va BD vudng goc véi nhau.
d) Trén canh ]?C va BB' lay hai diém twong ing M, N sao cho DM = BN =x (v6i 0 < x < a).

Chirng minh rang AC' vudng goc véi MN.

Hudng dan gidi:

Nhdn xét:

D¢ lam t6t cac bai toan lién quan dén hinh 14p phuong ta cin nhd mot s6 tinh chét co ban cua hinh 13p phuong:

= Tat ca cac duong chéo & cac mit ctia hinh 13p phuong déu bang nhau va bang a2 (néu hinh 1ap phuong canh a).
= Cac doan thang tao bai cac kich thudce cua hinh 1ap phwong luén vuong goc voi nhau (dai, rong, cao).

A B
: : " o 7
a) Tinh géc giira: (AB,B'C’); (AC,B'C'); (A'C',B'C). P , -
o [ 1 -
= Tinh (AB,B'C): D’ A — 7 c
__—t I T— - .
Do B'C'//BCO B~ (AB,B'C') =(AB,BC) =90°. Y } N
L] - : rr’
* Tinh (AC,B'C’): i A ! K
1 L "1_ | 4 -
ACB S N SRS O S
Do B'C'//BCO B~ (AC,B'C') =(AC,BC) = . B A i 2 B
180° -~ACB b .* R
L o R
D M C

ABCD 1a hinh vuoéng nén AABC la tam giac vuong can tai B 0 O~ ACB =45° & (?&/C,B\C) =45°.

= Tinh (m :
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¢) Phén tich hai véc to AC', BD theo ba véc to a, b,
56:0

Theo tinh chat ciia hinh 1ap phwong ta d& dang c6 ac=0
bc =0

AC =AB+BC +CC =a +b +c¢

BD =BA +AD =b -a

= Chitng minh AC' vudng goc vdi BD.

Xét AC'BD =(a+b+c).(b-a)=ab+b +cb-a —EB ¢a=b -a =AD’-AB’ =0 AC'BD & AC' LBD.
0 0 0

= Phan tich: <

d) Chirng minh ring AC’ vudng goc voi MN.
MN =MC +CB +BN

Ta c6 phan tich:
AC =AB +BC +CC'

0 0> MNAC' =(MC +CB + BN).(AB + B +CC) :[M—CA—BM—QB—C+1\Tc.@J+[c—B.A—B+c—B.B—C+c—B@]+
0 0
+[ﬁ.ﬂ3 +BNBC +ﬁ@] _MCAB +CBBC +BN.CC
0 0
MC.AB = MC.AB.cos0° :(a —x)a
Ma ( CBBC =CB.BC.cos180° =-a> O O~ MN.AC =(a-x)a-a’ +ax =0 & MN LAC".
BN.CC' =BN.CC'.cos0° =ax

BAI TAP TU LUYEN

Bai 1: Cho hinh chop S.ABCD c6 ABCD 1a hinh chit nhat v6i AB =a; AD = a3 , SA = 2a va vudng goc voi day. Tinh
gbc giita cac duong thing sau:

a) SBva CD b) SD va BC

¢)SBvaAC d) SCva BD

Bai 2: Cho hinh chép S.ABCD c6 day ABCD la hinh vudng canh 2a, hinh chiéu vuéng goc ciia S xuéng mit day la
trung diém H ciia AB, biét SH = a3. Goi I 1a trung diém cua SD. Tinh goc giita cac duong thang:

a) SCva AB b) SD va BC

¢) CIvaAB d) BD va C]
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e

Gidsirtac6{ 0O m(&;;):(ﬂe;ﬁ):ﬁfl\c,vdio <BAC <180 .
AC =v
2) Tich v6 huéng cia hai véc to

. , ﬁ:& JE — | — ——
Giasataco s _0ODO>uv=4B.AC :|AB|.‘AC|.COS(AB.AC)
AC =v
Nhdn xét
+Khi| O3 wuv=0
v=0

+Khi 11 v0 m(i;?):o“

+Khiu1lvO m(&;%):mo“
+Khiu1lvO> uw 0

Vidu 1. Cho tir dién déu ABCD canh a.
) Tinh géc giira hai véc to (E, ITC;)

) Goi I 1a trung diém ciia AB. Tinh géc giira hai véc to (?I; E)

Huéng dan gidi:
a) Str dung cong thire tinh goc giita hai véc to ta dugc A

cos(@;ﬁ') _ ﬁ?Bﬁ :AB.BC :AB.zBC, (1)
| ABH BC‘ AB.BC a
Xét E.R:E.(ﬁ +E):A79.ﬂ +AB.AC 1
AB.BA = AB.BA.COS(/TB.Q) =a.a.cos180° = —a*
Ma 5
AB.AC :AB.AC.COS(E.E) =a.a.cos60° -4
2 B D
—_— a’ a
OO~ AB.BC =-g* +— =—,
2 2
_a
(1) & cos(4B; BC) =—2 -1 O (4B; BC) =120". ¢
a 2

Vay (4B; BC) =120".

b) Ta co cos(FI; /TC) = g’f _Cr.4c
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